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Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ïðîñòîãî ÷èñëà p ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ ðàçáèå-
íèÿ p+1-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âñåõ p-çíà÷íûõ âåêòîðîâ íà ñîâåðøåííûå
êîäû. Íàéäåíà íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ òàêèõ êîäîâ.

1. Ââåäåíèå

×åðåç FN
q îáîçíà÷èì N -ìåðíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Ãà-

ëóà GF (q), ãäå q = pr, p � ïðîñòîå ÷èñëî, ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðèêå Õýììèíãà.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíû äâà ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèé ïðîñòðàí-
ñòâà FN

q íà ðàçëè÷íûå ñîâåðøåííûå q-çíà÷íûå êîäû äëèíû N ñ êîäîâûì ðàñ-
ñòîÿíèåì 3, çäåñü N = (qm−1)/(q−1). Â ïåðâîì ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèé
èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ õîðîøî èçâåñòíîé êîíñòðóêöèè Øîí-
õàéìà, ñì. [10]. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà
äëÿ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ, ñì. [11], à òàêæå [1], ãäå óñòàíîâëåíî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî N > 15 ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà âñåõ
äâîè÷íûõ âåêòîðîâ FN

2 íà ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû N íå ìåíüøå, ÷åì

22
(N−1)/2

.

Íåäàâíî ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî ýòà îöåíêà âåðíà äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî N ≥ 7.
Âî âòîðîé êîíñòðóêöèè èñïîëüçóþòñÿ ñâèò÷èíãè ïðîñòûõ êîìïîíåíò (ñì. [5])
ñìåæíûõ êëàññîâ q-çíà÷íîãî êîäà Õýììèíãà â ïðîñòðàíñòâå FN

q , ãäå q > 2.

Ïðîáëåìà ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ ðàçáèåíèé ïðîñòðàíñòâà FN
q íà ñîâåðøåí-

íûå q-çíà÷íûå êîäû òåñíî ñâÿçàíà ñ êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìîé ïåðå÷èñëåíèÿ
âñåõ ñîâåðøåííûõ q-çíà÷íûõ êîäîâ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ðàçëè÷íûå ðàçáèåíèÿ, ïîñêîëüêó, çíàÿ îöåíêó ñíèçó ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ðàçáè-
åíèé, ëåãêî îöåíèòü ñíèçó ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ òàêèõ ðàçáèåíèé ñ ó÷åòîì
ïîðÿäêà ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ FN

q . Êîíñòðóêöèè ðàçáèåíèé ìîãóò òàêæå
áûòü ïîëåçíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ êëàññîâ q-çíà÷íûõ êîäîâ è, â ÷àñòíîñòè,
ñîâåðøåííûõ. Â êíèãå [8], ãë. 11, îïèñàíî íåñêîëüêî êîíñòðóêöèé ñîâåðøåí-
íûõ q-çíà÷íûõ êîäîâ, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà FN

q

íà ñîâåðøåííûå êîäû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ q > 2 èçâåñòíî íå òàê ìíîãî
ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïîñòðîåíèþ ðàçáèåíèé ïðîñòðàíñòâà FN

q íà ñîâåðøåííûå
êîäû, äâîè÷íûé æå ñëó÷àé èññëåäîâàí ãîðàçäî ãëóáæå.
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Íàïîìíèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíî-
æåñòâî C ïðîñòðàíñòâà FN

q íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì q-çíà÷íûì êîäîì äëè-

íû N ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3 (äàëåå êðàòêî ñîâåðøåííûì êîäîì), åñëè
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ FN

q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êîäîâîå ñëîâî y èç
êîäà C òàêîå, ÷òî ðàññòîÿíèå Õýììèíãà d(x, y) ìåæäó íèìè óäîâëåòâîðÿ-
åò d(x, y) ≤ 1. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òàêèå êîäû ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ
N = (qm − 1)/(q − 1), m ≥ 2, ñì. [3, 4, 12]. Êîä íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè
îí îáðàçóåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå FN

q . Ñîâåðøåííûé ëè-

íåéíûé êîä HN
q íàçûâàåòñÿ êîäîì Õýììèíãà. Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü åãî

÷åðåç H. Äâà êîäà C,C ′ ⊂ FN
q íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà σ íà N êîîðäèíàòíûõ ïîçèöèÿõ, ÷òî C ′ = σ(C). Êîä Õýì-
ìèíãà åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Âñþäó äàëåå N = qn + 1,
n = (qm−1 − 1)/(q − 1) è m ≥ 2.

2. Êîíñòðóêöèÿ ðàçáèåíèé (p+1)-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ
íà p-çíà÷íûå êîäû

Â ýòîì ïàðàãðàôå îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ êëàññà íåòðèâèàëüíûõ ðàçáèåíèé
ïðîñòðàíñòâà Fn

p íà ñîâåðøåííûå p-çíà÷íûå, p � ïðîñòîå, êîäû äëèíû n =
p+1 ñ ïîìîùüþ âûáîðà ïî íåêîòîðûì ïðàâèëàì êîäîâ, ýêâèâàëåíòíûõ êîäó
Õýììèíãà è ñïîñîáíûõ ñîñòàâëÿòü òàêîå ðàçáèåíèå.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Fn
p íà ñîâåðøåííûå p-

çíà÷íûå êîäû. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà âñåõ p-çíà÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû
n = pm−1

p−1 ñîñòîèò èç pm ñîâåðøåííûõ êîäîâ ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé p-çíà÷íûé êîä Õýììèíãà äëè-
íû n = pm−1

p−1 . Ïîñêîëüêó òàêîé êîä èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå 3 è ÿâëÿåò-
ñÿ ïëîòíîóïàêîâàííûì, òî øàðû ðàäèóñà 1 ñ öåíòðàìè â êîäîâûõ ñëîâàõ
íå ïåðåñåêàþòñÿ è îáðàçóþò ïîêðûòèå âñåãî ïðîñòðàíñòâà Fn

p . Î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ òàêîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñîâåðøåííûå êî-
äû âåðíî, ÷òî â êàæäîì øàðå ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà Fn

p ñîäåðæèòñÿ ïî
îäíîìó êîäîâîìó ñëîâó èç êàæäîãî êîäà ðàçáèåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
êîäîâ â ðàçáèåíèè ïðîñòðàíñòâà Fn

p ðàâíî îáúåìó øàðà ðàäèóñà 1, òî åñòü
1 + C1

n(p− 1)1 = 1 + n(p− 1) = pm.

Ïîñêîëüêó âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñîâåðøåííûõ p-çíà÷íûõ êîäîâ, íåýê-
âèâàëåíòíûõ êîäàì Õýììèíãà äëèíû p + 1, îñòàåòñÿ îòêðûòûì, òî äëÿ êîí-
ñòðóèðîâàíèÿ ðàçáèåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîäû Õýììèíãà è ýê-
âèâàëåíòíûå èì. Äëÿ äàëüíåéøèõ îöåíîê ÷èñëà ðàçáèåíèé íàéäåì íèæíþþ
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îöåíêó ÷èñëà p-çíà÷íûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ äëèíû p+ 1.

Óòâåðæäåíèå 2. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ p-çíà÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n = p+1
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå ((p − 1)!)p((p − 2)!)2 ðàçëè÷íûõ ïðèâåäåííûõ

ñîâåðøåííûõ êîäîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êîäû Õýììèíãà ëèíåéíûå è ñîäåðæàò íóëåâîå
êîäîâîå ñëîâî, òî ÷èñëî ïðèâåäåííûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ íå ìåíüøå, ÷åì
êîäîâ ýêâèâàëåíòíûõ êîäó Õýììèíãà, ñîäåðæàùèõ íóëåâîé âåêòîð. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû íàéòè êîäû ýêâèâàëåíòíûå êîäó Õýììèíãà, ñîäåðæàùèå íóëåâîé
âåêòîð, òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñòàâëÿþùèå íóëåâîå ñëîâî
íà ìåñòå, òî åñòü ãðóïïó ñèììåòðèé êîäà Õýììèíãà. Èçâåñòíî, ÷òî ïîðÿäîê
ãðóïïû ñèììåòðèé êîäà Õýììèíãà äëèíû npm−1

p−1 ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì îáùåé
ëèíåéíîé ãðóïïû GLm(p), ñì. [?], òî åñòü

|Sym(Hn
p )| = (pm − pm−1) · · · (pm − p0).

Òîãäà ÷èñëî ïðèâåäåííûõ êîäîâ, ýêâèâàëåíòíûõ êîäó Õýììèíãà, ìîæíî âû-
÷èñëèòü èç îòíîøåíèÿ ïîðÿäêîâ ãðóïï ñèììåòðèé âñåãî ïðîñòðàíñòâà è êîäà
Õýììèíãà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ãðóïïó ñèììåòðèé n ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âñåõ
p-çíà÷íûõ âåêòîðîâ ñîñòàâëÿþò ïàðû ïðåîáðàçîâàíèé (π, σ), ãäå π ïðèíàäëå-
æèò ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê Sn, à σ ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèåé
äëèíû n, ñîñòîÿùåé èç n ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (p), îñòàâëÿþùèõ
íóëåâîé ýëåìåíò íåïîäâèæíûì, òî åñòü σ = (σ1, σ2, . . . , σn), ãäå σi ∈ Sp−1,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, ïîëó÷àåì, ÷òî |Sym(Fn

p )| = n!((p− 1)!)n. Òîãäà ÷èñëî ïðèâå-
äåííûõ êîäîâ, ýêâèâàëåíòíûõ êîäó Õýììèíãà, ðàâíî

|Sym(Fn
p )|

|Sym(Hn
p )|

=
n!((p− 1)!)n

(pm − pm−1) · · · (pm − p0)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî ïðèâåäåííûõ ñîâåðøåííûõ p-çíà÷íûõ êîäîâ
N p+1

p äëèíû p+ 1 íå ìåíüøå, ÷åì

|Sym(F p+1
p )|

|Sym(Hp+1
p )|

=
(p+ 1)!((p− 1)!)p+1

(p2 − p)(p2 − 1)
=

((p− 1)!)p+2

(p− 1)2
.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Fn
p âñåõ p-çíà÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû

n = pm−1
p−1 íà êëàññû ñìåæíîñòè ïðèâåäåííîãî ñîâåðøåííîãî êîäà, òàêîå ðàç-

áèåíèå íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
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Óòâåðæäåíèå 3. Ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êîäîâ Õýììèíãà, êëàññû ñìåæ-

íîñòè êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò íåòðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà F p+1
p ,

ðàâíà p− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ p-çíà÷íûõ êîäà Õýììèíãà
H1 è H2 äëèíû n = p + 1. Îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êîäîâ
÷åðåç k: k = dim(H1 ∩ H2). Ïîñêîëüêó ïðîâåðî÷íûå ìàòðèöû ýòèõ êîäîâ H1

è H2 ñîñòîÿò èç äâóõ ñòðîê, òî ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà èõ ïåðåñå÷åíèÿ

H =

[
H1

H2

]
,

ñîñòîÿùàÿ èç îáúåäèíåíèÿ ñòðîê ìàòðèö H1 è H2, èìååò 4 ñòðîêè. Òîãäà
rank(H) ∈ {2, 3, 4}, òî åñòü k ∈ {p− 1, p− 2, p− 3}.

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äëÿ k.
Ïðè k = p − 1 èìååì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êîäîâ ñîâïàäàåò ñ

ðàçìåðíîñòüþ ñàìèõ êîäîâ. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ õàðàêòåðíà òîëüêî äëÿ òðèâè-
àëüíîãî ðàçáèåíèÿ, êîãäà ðàçáèåíèå ñîñòîèò èç êëàññîâ ñìåæíîñòè îäíîãî
êîäà Õýììèíãà.

Ïóñòü k = p − 3. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå êîäà H1 íà êëàññû ñìåæíîñòè
ïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíûõ êîäîâ (H1∩H2), ÷èñëî òàêèõ êëàññîâ ñìåæíîñòè ðàâíî

|H1|
H1 ∩H2

=
pp−1

pp−3
= p2.

Íî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà F p+1
p ñîñòîèò èç p2 ñî-

âåðøåííûõ êîäîâ. Òîãäà ëþáîé êëàññ ñìåæíîñòè êîäà H2 áóäåò ïåðåñåêàòüñÿ
ñ êîäîì H1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîäû Õýììèíãà ñ ïåðåñå÷åíèåì ìîùíîñòè pp−3

ðà́âíî êàê è èõ êëàññû ñìåæíîñòè íå ìîãóò ñîñòàâëÿòü îäíî ðàçáèåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà F p+1

p íà êîäû.
Â ñëó÷àå, êîãäà k = p− 2 êîä H1 ìîæíî ðàçëîæèòü íà

|H1|
H1 ∩H2

=
pp−1

pp−2
= p

êëàññîâ ñìåæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ (H1 ∩ H2). Òîãäà êîä H1 ïåðåñåêàåò íåêîòî-
ðûå p êëàññîâ ñìåæíîñòè êîäàH2, ñîñòàâëÿþùèõ òðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà F p+1

p . Îáúåäèíåíèå ýòèõ p êëàññîâ ñìåæíîñòè êîäà H2 ñîâïàäàåò ñ
îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ p êëàññîâ ñìåæíîñòè êîäà H1, è òîãäà òðèâèàëüíîå
ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà F p+1

p íà êëàññû ñìåæíîñòè êîäà H2 ïîçâîëÿåò çàìå-
íèòü íåêîòîðûå p êîäîâ íà êëàññû ñìåæíîñòè êîäà H1, ÷òî â ðåçóëüòàòå äàåò
ðàçáèåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ òðèâèàëüíûì.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà F p+1

p íà êëàññû ñìåæíîñòè äâóõ ðàçëè÷íûõ
êîäîâ Õýììèíãà H1 è H2. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü òàêèõ êîäîâ ðàâíà p−1, è,
ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, ðàçìåðíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíà p−2, òî ðàçìåð-
íîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà U , ïîðîæäåííîãî îáúåäèíåíèåì ýòèõ êîäîâ Õýììèíãà
ðàâíà p. Åñëè ðàññìîòðåòü ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà F p+1

p â âèäå îáúåäèíåíèÿ
ðàçáèåíèé p êëàññîâ ñìåæíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà U íà êëàññû ñìåæíîñòè êî-
äîâ H1 è H2, òî î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé êëàññ ñìåæíîñòè ïîäïðîñòðàí-
ñòâà U ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçáèåíèÿ íà êëàññû ñìåæíîñòè òîëüêî îäíîãî èç
êîäîâ Õýììèíãà H1 èëè H2. Åñëè ïðåäñòàâèòü ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà F p+1

p

â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîäîâ, ñîñòàâëÿþùèõ åãî, òî ïîñëåäíèé ôàêò ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå:

F p+1
p =

p∪
i=1

Ui, (1)

ãäå Ui � i-ûé ñìåæíûé êëàññ ïîäïðîñòðàíñòâà U è

Ui =

p∪
j=1

H(ij)
ti

,

çäåñü H(ij)
t � íåêîòîðûé ñìåæíûé êëàññ êîäà Hti , ti ∈ {1, 2}.

Óòâåðæäåíèå 4. Îäíî ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà F p+1
p ìîãóò ñîñòàâëÿòü

êëàññû ñìåæíîñòè äî p − 1 ðàçëè÷íûõ p-çíà÷íûõ êîäîâ Õýììèíãà äëèíû

p+ 1 âêëþ÷èòåëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà êîäà ÕýììèíãàH1 èH2 êëàññû ñìåæíîñòè
êîòîðûõ, ñîñòàâëÿþò íåòðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà F p+1

p . Ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 3, ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êîäîâ Õýììèíãà ðàâíà p − 2.
Îáîçíà÷èì ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû ðàññìàòðèâàåìûõ êîäîâ ÷åðåç G1 è G2

ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êî-
äîâ Õýììèíãà ðàâíà p− 2. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì, ÷òî ïîðîæäàþùàÿ
ìàòðèöà êîäà H1 çàäàíà â êàíîíè÷åñêîì âèäå è èìååò âèä:

G1 =


1 0

1
. . .

0 1

0
0
...
0

p− 1 p− 1
p− 1 p− 2
...

...
p− 1 2

0 0 · · · 0 1 p− 1 1

 .

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êîäîâH1 èH2 ðàâíà p−2,
òîãäà, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòè êîäû ïåðåñåêàþòñÿ
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ïî ïîäïðîñòðàíñòâó, ïîðîæä¼ííîìó ïåðâûìè p − 2 ñòðîêàìè ïîðîæäàþùåé
ìàòðèöû G1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà H2 ìîæåò áûòü
çàäàíà â ñëåäóþùåì êàíîíè÷åñêîì âèäå:

G2 =


1 0

1
. . .

0 1

0
0
...
0

p− 1 p− 1
p− 1 p− 2
...

...
p− 1 2

0 0 · · · 0 1 α β

 ,

ãäå α è β � íåêîòîðûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (p).
Ðàññìîòðèì ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G2. Ïîñêîëüêó îíà ïîðîæäàåò êîä

Õýììèíãà ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3, òî ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ïîñëåäíåé ñòðîêè ìàòðèöû G2 äîëæíà áûòü óäàëåíà îò îñòàëüíûõ ñòðîê ìàò-
ðèöû ïî êðàéíåé ìåðå íà 3. Îáîçíà÷èì ïîñëåäíþþ ñòðîêó ìàòðèöû G2 ÷åðåç
c2 è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ åå ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ:

p− 1

α
· c2 =

p− 1

α
· (0, . . . , 0, 1, α, β) =

(
0, . . . , 0,

p− 1

α
, p− 1,

(p− 1)β

α

)
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷åííûé âåêòîð ïðèíàäëåæàë êîäó H2 íåîáõîäèìî, ÷òîáû
åãî ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà áûëà ðàâíà 1. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî β = α/(p− 1) è

G2 =


1 0

1
. . .

0 1

0
0
...
0

p− 1 p− 1
p− 1 p− 2
...

...
p− 1 2

0 0 · · · 0 1 α α
p−1

 . (2)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà êîäîâ Õýììèíãà ñ ïîðîæäàþùèìè ìàò-
ðèöàìè çàäàííîãî âûøå âèäà (2) ìîãóò ñîñòàâëÿòü ðàçáèåíèå (1), à ïîñêîëü-
êó â êîäîâîì ñëîâå c2 ôèãóðèðóåò ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ
α ∈ GF ∗(p), òî òàêàÿ ïàðà êîäîâ Õýììèíãà ìîæåò áûòü âûáðàíà ñðåäè p− 1
ðàçëè÷íûõ êîäîâ Õýììèíãà.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàçáèåíèå (1) ìîæåò ñîñòîÿòü èç êëàññîâ ñìåæíîñòè ëþáîãî
÷èñëà êîäîâ ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé âèäà (2). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òðè
êîäà Õýììèíãà ñ ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè, îïðåäåëåííîãî âûøå âèäà, ó
êîòîðûõ ïîñëåäíèå ñòðîêè ðàâíû

c1 =

(
0, . . . , 0, 1, α,

α

p− 1

)
,

6



c2 =

(
0, . . . , 0, 1, β,

β

p− 1

)
,

c3 =

(
0, . . . , 0, 1, γ,

γ

p− 1

)
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå α, β è γ ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (p).
Î÷åâèäíî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû, ñîñòîÿùåé èç ñòðîê c1, c2 è c3, ðàâåí 2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îáúåäèíåíèå ëþáîé ïàðû èç ðàññìàòðèâàåìûõ êîäîâ ïîðîæäàåò
îäíî è òî æå ïîäïðîñòðàíñòâî U , à çíà÷èò ñìåæíûå êëàññû ëþáîãî ÷èñëà êî-
äîâ Õýììèíãà ñ ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè âèäà (2) ìîãóò ñîñòàâëÿòü îäíî
ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà F p+1

p .
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñìåæíûå êëàññû êîäîâ Õýììèíãà, íå èìåþùèõ

ïîðîæäàþùèõ ìàòðèö âèäà (2), íå ìîãóò ñîñòàâëÿòü îäíîãî ðàçáèåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà F p+1

p âìåñòå ñ êîäàìè H1 è H2 îäíîâðåìåííî. Ðàññìîòðèì êîä Õýì-
ìèíãà H3, ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîòîðîãî, íå òåðÿÿ âñåîáùíîñòè ðàññìîò-
ðåíèÿ, ìîæåò áûòü çàäàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

G3 =


1 0

1
. . .

0 1

0
0
...
0

p− 1 p− 1
p− 1 p− 2
...

...

δ 2δ
p−1

0 0 · · · 0 1 p− 1 1

 ,

ãäå δ ∈ GF ∗(p). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîðÿäîê ïåðåñå÷åíèÿ äàííîãî êîäà ñ êî-
äîì H1 òàêæå ðàâåí p − 2, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ óòâåðæäåíèÿ 3.
Íî ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå îáúåäèíåíèåì ìàòðèö G2 è G3 ñîâïàäàåò
ñ ïðîñòðàíñòâîì F p+1

p , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ 3 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñìåæíûå êëàññû êîäîâ H2 è H3 íå ìîãóò ñîñòàâëÿòü îäíî ðàçáèåíèå.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç p − 1 êîäîâ Õýììèíãà äëèíû p + 1,
ó êîòîðûõ íàéäóòñÿ ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî â îäíîé
ñòðîêå, îáîçíà÷èì åãî P. Ïî óòâåðæäåíèþ 4 êëàññû ñìåæíîñòè òàêèõ êîäîâ
ìîãóò ñîñòàâëÿòü îäíî ðàçáèåíèå. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà îáúåäèíåíèå òàêèõ êî-
äîâ Õýììèíãà êàê ìíîæåñòâ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
U ⊆ F p+1

p ðàçìåðíîñòè p. À çíà÷èò ïðîèçâîëüíûé êëàññ ñìåæíîñòè ïîäïðî-
ñòðàíñòâà U ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ êëàññîâ ñìåæíîñòè
ëþáîãî êîäà Õýììèíãà èç ñåìåéñòâà P.

Ïóñòü H1, H2, . . . , Hp−1 êîäû Õýììèíãà îäíîãî ñåìåéñòâà P. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Ui i-ûé ñìåæíûé êëàññ ïîäïðîñòðàíñòâà U , à ÷åðåç Hij

t � ñìåæíûå
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êëàññû êîäà Õýììèíãà Ht, t ∈ {1, 2, . . . , p− 1}, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ

p∪
j=1

Hij
t

ñîâïàäàåò ñ Ui.

Òåîðåìà 1. Êîäû, âõîäÿùèå â îáúåäèíåíèå

p∪
i=1

p∪
j=1

Hij
ti

ñîñòàâëÿþò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà F p+1
p íà ñîâåðøåííûå p-çíà÷íûå êîäû

äëèíû p+ 1, ãäå Hij
ti
� íåêîòîðûé ñìåæíûé êëàññ êîäà Õýììèíãà Hti.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ èç óòâåðæäå-
íèé 1 è 4, à òàêæå èç òîãî ôàêòà, ÷òî âñå çàäåéñòâîâàííûå â ðàçáèåíèè êëàññû
ñìåæíîñòè êîäîâ Õýììèíãà íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.

3. Íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ ðàçáèå-
íèé (p + 1)-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ íà p-çíà÷íûå ñîâåð-
øåííûå êîäû

Äâà ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà F p+1
p íà ñîâåðøåííûå êîäû íàçûâàþòñÿ ýê-

âèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé àâòîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà, ÷òî âñå
êîäû ïåðâîãî ðàçáèåíèÿ ïîä äåéñòâèåì äàííîãî àâòîìîðôèçìà ïåðåéäóò â
êîäû âòîðîãî.

Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ ðàçáèåíèé, çàäàííóþ òåîðåìîé 2, ìîæíî îöåíèòü
ñíèçó ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàçáèåíèé.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè ñïåêòðû äâóõ ðàçáèåíèé ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå çíà-

÷åíèÿ, òî òàêèå ðàçáèåíèÿ íåýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà F p+1
p ñ ðàçëè÷íû-

ìè ñïåêòðàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíî ðàçáèåíèå ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãî
àâòîìîðôèçìà (π, σ) ∈ Aut(F p+1

p ) ïåðåøëî â äðóãîå. Òîãäà â ïåðâîì ðàç-
áèåíèè íàéäóòñÿ êëàññû ñìåæíîñòè êîäà Õýììèíãà, êîòîðûå ïîä äåéñòâèåì
àâòîìîðôèçìà (π, σ) ïåðåéäóò â êëàññû ñìåæíîñòè äâóõ èëè áîëåå ðàçëè÷íûõ
êîäîâ Õýììèíãà.
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Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè ñïåêòðû äâóõ ðàçáèåíèé ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå çíà-

÷åíèÿ, òî òàêèå ðàçáèåíèÿ íåýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 2. ×èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàçáèåíèé ïðîñòðàíñòâà F p+1
p íà ñî-

âåðøåííûå p-çíà÷íûå êîäû äëèíû p+ 1 íå ìåíüøå ÷åì

f(p) · ((p− 1)!)p+2

(p− 1)2
,

ãäå

f(p) ∼ 1

4p
√
3
eπ
√

2p/3.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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